B FORDERUNG

Der Anatomie der Zahlen auf der Spur

Forderung des arithmetischen Verstandnisses
durch Mathildr o ressew secens

Flr viele Personen mit Trisomie 21 ist Mathematik nach wie vor ein rotes Tuch. Wie sollte
Unterrichtsmaterial gestaltet sein, das Neurodiversitat berlicksichtigt und auf der ausge-
pragten Fahigkeit zur Abstraktion von Lernenden mit Trisomie 21 aufbaut?

Mathe war schrecklich, das Fach ist mir bis
heute ein Ritsel. - Pablo Pineda'

P ablo Pineda verfiigt tiber einen Hoch-
schulabschluss in Padagogik. Internati-
onal bekannt wurde er als Schauspieler mit
Trisomie 21 und Inklusionsaktivist. Dass
selbst er mathematische Lernschwierigkei-
ten hat, ist ein Hinweis darauf, dass eine
Dyskalkulie (Rechenschwiche) dhnlich wie
beispielsweise die Muskelhypotonie regel-
maflig mit einer Trisomie 21 einhergeht.

In der Trisomie-21-Studie im Rahmen
unserer Aufmerksamkeitsforschung an der
Universitdit Hamburg haben wir mit 1284
Personen mit Trisomie 21 und mit 624 Per-
sonen ohne Trisomie 21 Experimente zur
Zahlbegriffsentwicklung durchgefiihrt, die
diesen Eindruck erhérten:

Im Altersbereich von vier bis fiinf Jahren
haben bereits 40 % der Untersuchungsper-
sonen ohne Trisomie 21 einen vollstindig
entwickelten Zahlbegriff. Einen &hnlichen

VOLLSTANDIG ENTWICKELTER ZAHLBEGRIFF
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Wert erreichen die Untersu-
chungspersonen mit Trisomie 21
erst im Altersbereich von 14 bis
17 Jahren. Die komplette Grup-
pe von Untersuchungspersonen
ohne Trisomie 21 weist ab dem
Alter von 14 Jahren einen voll-
stindig entwickelten Zahlbegriff
auf. Die Gruppe mit Trisomie 21
erreicht einen Spitzenwert von
45 % in der Altersgruppe 18+.
Uber die Hilfte der volljihrigen
Untersuchungspersonen mit Tri-
somie 21 verfiigt demnach tber
kein entwickeltes Verstindnis
fiir den Gebrauch von Zahlen als
Werkzeuge.?

Worin liegen diese mathematischen
Lernschwierigkeiten begriindet? Neuroty-
pische Menschen (ohne Syndrom) sind in
der Lage, bis zu vier Elemente gleichzeitig
und korrekt zu verarbeiten. Unsere Unter-
suchungen zeigen, dass Menschen mit Tri-
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somie 21 lediglich zwei Elemente korrekt
simultan verarbeiten kénnen. Diese Auf-
merksamkeitsbesonderheiten liegen in ih-
rem Hirnstoffwechsel begriindet, der sich
von dem neurotypischer Personen unter-
scheidet.> =
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Kulturelle Werkzeuge wie die Schrift
oder die Zahl wurden im Laufe von Jahr-
tausenden entwickelt. Thre jetzige Form ent-
spricht den Anforderungen, die die Mehr-
heit der Menschen an sie stellt; sie sind dem
Aufmerksamkeitsumfang von neurotypi-
schen Personen angepasst. Die Analyse von
Wahrscheinlichkeitsmustern von Buchsta-
benfolgen zeigt beispielweise, dass diese fiir
einen Aufmerksamkeitsumfang von vier
Einheiten optimiert sind.*

Ebenso kommt das Dezimalsystem der
Aufmerksamkeit von neurotypischen Per-
sonen zu Gute. Menschen mit Trisomie 21
werden im Lebensalltag mit einem Zah-
lensystem konfrontiert, das den Umfang
ihrer Aufmerksamkeit iiberlastet” Unse-
re Erfahrungen in der Elternberatung und
Entwicklungstherapie zeigen, dass Frustra-
tionserlebnisse als Folge von permanenter
Uberforderung zu Aversionen fithren kon-
nen.

Aufgrund des verringerten Aufmerk-
samkeitsumfangs sind Menschen mit Tri-
somie 21 dazu gezwungen, von Eigenschaf-
ten abzusehen. Hiufig profitieren sie von
einer Orientierung an {bersichtlichen und
abstrakten Zeichen.® Diese besondere Ab-
straktionsfahigkeit kann Grundlage ei-
nes erfolgreichen Lernens sein. Die Tab-
let-App Mathildr (Aussprache: ,,Matilda“
tragt dieser Tatsache Rechnung, indem sie
ein Aufsteigen vom Abstrakten zum Kon-
kreten” ermoglicht. Als Ausgangsabstrakti-
on macht sie die Null, als ,,Nichts zum An-
fassen’, sichtbar.®

Der Weg zur Abstraktion

Die App, die sich am Aufmerksamkeits-
umfang von Lernenden mit Trisomie 21
orientiert, wurde unter Beriicksichtigung
der Uberlegungen des Psychologen Pjo-
tr Galperin (1902 - 1988) konzipiert. Die-
ser beschreibt mithilfe der ,etappenwei-
sen Ausbildung geistiger Handlungen®,
wie sich Lernende die Fihigkeit aneignen,
eine urspriinglich gegenstindliche Hand-
lung gedanklich durchzufiihren. Galpe-
rin unterscheidet zwischen materiellen
und materialisierten Handlungen. Mate-
rielle Handlungen, wie zum Beispiel ers-
te Rechenoperationen mithilfe von Ge-
genstinden, wiirden in der Anfangsphase
des Lernens ihren Zweck erfiillen. Sie hat-
ten aber den Nachteil, dass sie zum Aufbau
tiefergehender Kenntnisse an ihre Grenzen
geraten. In materialisierten Handlungen ar-
beiten die Lernenden mit Kopien, Darstel-
lungen, Schriften oder gegenstindlichen
Modellen des Objekts. Laut Galperin er-

moglichen diese, Charakteristika des Ob-
jekts fiir die Lernenden erkennbar zu ma-
chen, die ihrer Aufmerksambkeit ansonsten
entgangen wiren.’

In der ersten Etappe zur Ausbildung
geistiger Handlungen fithren die Lernen-
den die Handlung am Material durch und
erschlieflen sich diese vollstindig mithil-
fe von Entfaltung und Verallgemeinerung.
Eine Handlung zu entfalten bedeutet, sie
in einzelne sichtbare Operationen zu glie-
dern, die die lernende Person nachvollzie-
hen kann. In der Verallgemeinerung einer
Handlung werden bestimmte Eigenschaf-
ten des Objekts, mit dem operiert wird, her-
vorgehoben.”

Die zweite Etappe zeichnet sich dadurch
aus, dass alle relevanten Operationen der
Handlung in Worte gefasst werden. Die ler-
nende Person begleitet ihre Handlung mit-
tels ,,dulerer Sprache® Das heifit, dass sie
fir andere nachvollziehbar spricht und ihr
eigenes Handeln erldutert. In der dritten
Etappe 16st sie sich sukzessive von dem Ma-
terial und fithrt die Handlung gedanklich
durch. Als Unterstiitzung verwendet sie die
duflere Sprache . fiir sich® Die Sprache, mit
der sie ihre Handlung begleitet, ist fiir Zu-
hérende nun weniger verstiandlich als noch
in der zweiten Etappe. Letztlich verkiirzt die
lernende Person diese Sprache in der vier-
ten Etappe vollstindig zu einer gedankli-
chen, ,inneren Sprache® Sie ist nun in der
Lage, die Handlung ohne unterstiitzendes
Material oder Lautsprache durchzufiithren."

Die Anatomie der Zahlen

Mathildr gibt eine Struktur von Biinde-
lungen und Zerlegungen von Hilfsmen-
gen in materialisierter Form vor. Die Aus-
gangsabstraktion ist die Unterscheidung
von Null und Eins, dargestellt als Ring
und Kirsche. Je zwei dieser stilisierten Kir-
schen bilden ein Paar, das durch symboli-
sche Kirschstingel hervorgehoben wird.
Dies unterstiitzt die simultane Unterschei-
dung von Mengen, die gerade bzw. ungera-
de Anzahlen von Elementen enthalten. Die
Paare wiederum sind nach einem Biinde-
lungsschema geordnet, das sich an Wiirfel-
punktbildern orientiert.

Eine derartige Strukturierung von Men-
gen mag auf den ersten Blick ungewohnt
erscheinen, ldsst aber tiefe Einblicke in die
»Anatomie von Zahlen® zu, genauer:

Wie anatomische Darstellungen sich
auf ein Muster beschridnken, um das Ske-
lett, das Gefaf3system oder das Nervensys-
tem besonders hervorzuheben, sollen die
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Abb. 1: Ubersicht iiber die Mengenbilder
der Anzahlen 0 bis 10 in Mathildr



hier immer wiederkehrenden Muster von
Kirschpaaren den Lernenden eine Mog-
lichkeit der Zahlbtindelung und -zerle-
gung vor Augen fithren. So wird beispiels-
weise hervorgehoben, dass die Anzahl von
sechs Kirschen aus drei Paaren besteht und
die Anzahl von acht aus vier Paaren. Neun
Kirschen bestehen aus vier Paaren und ei-
ner einzelnen Kirsche, usw.

Der Hintergrund dieser
bung: Die Beziehung zwischen Rechen-
operationen wie 2 + 4 =6und 6 - 4 =2
wird beispielsweise erst verstandlich, wenn
die Moglichkeit der Zerlegung der Anzahl
sechs in die Anzahlen vier und zwei be-
riicksichtigt wird. Solche Rechenoperati-
onen beruhen auf einem Uberblick iiber
die Moglichkeit, Anzahlen zu biindeln und
zu zerlegen. Die Strukturierung in Paaren
kommt dabei einem Aufmerksamkeitsum-
fang von zwei Einheiten entgegen.

Hervorhe-

Mit Mathildr lernen

In der Trisomie-21-Studie, der Elternbera-
tung und der Entwicklungstherapie haben
wir die Erfahrung gemacht, dass Tablet-
computer ein duflerst geeignetes Medium
fiir Lernende mit Trisomie 21 darstellen.
Ein Grund ist neben der Motivation, die
viele Kinder in der Arbeit mit diesem al-
ternativen Medium entwickeln, die hohe-
re Barrierefreiheit als bei anderen Medien.
Wihrend das Schreiben auf Papier oder das
Hantieren mit kleinen Objekten zu Uberan-
strengung und Frustrationserlebnissen fith-
ren kénnen, ermoglicht die Arbeit mit ei-
nem Touchscreen die Fokussierung auf den
wesentlichen Lerninhalt.”? Dies ist einer der
Griinde, weshalb Mathildr als App realisiert
wurde. Dariiber hinaus beinhaltet Mathildr
Funktionen, die analoge Lernmaterialien
nicht bereitstellen konnen. Beispielswei-
se unterstiitzt die App Lernende, die Kir-
schen in der richtigen Reihenfolge zu legen.
Durch eine Einfirbung des folgenden Rin-
ges ist eindeutig erkennbar, auf welche Po-
sition die néchste Kirsche platziert werden
kann. (Abb. 2)

Wird dieser Ring bertihrt, erscheint an
seiner Stelle eine Kirsche. In umgekehr-
ter Reihenfolge konnen einzelne Kirschen
durch eine Berithrung wieder entfernt wer-
den. Da die Kirschen nicht beliebig platziert
oder entfernt werden koénnen, ist gewdhr-
leistet, dass das Mengenbild einer Anzahl
immer gleich gestaltet ist. Eine Beriihrung
des Kreuzes hat zur Folge, dass die Anzei-
ge auf null Kirschen zuriickgesetzt wird. Im
unteren Bereich des Bildschirms wird die
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Anzahl der Kirschen angezeigt. Diese An-
zeige ldsst sich, ebenso wie die Bedienungs-
elemente auf der linken Seite, bei Bedarf
ausblenden.

In der piddagogischen Arbeit mit der
App sollte der Entwicklungsstand der ler-
nenden Person berticksichtigt werden, da-
mit diese weder iiber- noch unterfordert
wird. Da der Unterricht méglichst indivi-
duell gestaltet sein sollte, existiert kein Re-
zept, das Schritt fir Schritt befolgt werden
kann. Stattdessen folgen einige Aufgaben-
formate und Spielideen, die sich in der Pra-
xis bewihrt haben. Es wird ausdriicklich
empfohlen, den Schwierigkeitsgrad indi-
viduell anzupassen. Eine Moglichkeit zur
Erleichterung des Einstieges in das Mate-
rial ist die Reduzierung der zu bearbeiten-
den Mengenbilder. Fiir viele Lernende hat
es sich als sinnvoll erwiesen, anfangs gera-
de Anzahlen zu verwenden und die ungera-
den Anzahlen erst spéter hinzuzunehmen.

Abb. 3

Erste Etappe: Entfalten und
Verallgemeinern

In der ersten Etappe wird die grundlegen-
de Mechanik der App thematisiert. Die ler-
nende Person erforscht, wie Kirschen plat-
ziert und wieder entfernt werden knnen
und welche Handlungsmoglichkeiten die
App bietet. Um die Darstellung der Men-
genbilder zu entfalten und zu verallgemei-
nern, empfiehlt sich eine Ubertragung auf
andere Materialien. Mithilfe von Miihle-
oder Backgammonsteinen in angemessener
Grofle konnen Mengen nachgebildet wer-
den (Abb. 3): In einem dialogischen Spiel
legt eine Person eine selbst gewéhlte Men-
ge mithilfe der App und die andere Person
versucht, diese mit Spielsteinen nachzubil-
den. Gemeinsam kann dann dariiber disku-
tiert werden, ob das Bild korrekt wiederge-
geben wurde und woran dies zu erkennen
ist. Es empfiehlt sich die Verwendung einer
Unterlage, auf die das Mengenbild der An-
zahl null aufgezeichnet ist. =
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Zweite Etappe: Muster
erkennen und verbalisieren

Die zweite Etappe zeichnet sich dadurch
aus, dass die Arbeit mit der App einheit-
lich lautsprachlich begleitet wird, um die
lernende Person in der Entwicklung ei-
ner eigenen dufleren Sprache anzuregen.
Als praktikabel hat sich die Bezeichnung
»Ring“ fiir einen leeren Ring, ,,Kirsche® fiir
eine einzelne Kirsche und ,Paar® fiir ein
Kirschpaar erwiesen. Die Anzahl sieben
wird beispielsweise folgendermaflen verba-
lisiert: ,,Paar, Paar, Paar, Kirsche.“ Sollte die
lernende Person eigene Bezeichnungen fiir
Ringe, Kirschpaare und einzelne Kirschen
finden, konnen diese iibernommen werden.

In dieser Etappe empfiehlt sich der zu-
sitzliche Einsatz von Lernkarten. Bendtigt
werden Mengenkarten mit den Anzahlen
null bis zehn, dargestellt durch rote Kir-
schen, sowie Mengenkarten, ebenfalls mit
den Anzahlen null bis zehn, die mithilfe
gelber Kirschen dargestellt werden. AufSer-
dem werden Karten benétigt, die die (na-
tiirlichen) Zahlen 0 bis 10 zeigen.

Mengenbild nachlegen
Die Mengenkarten mit roten Kirschen wer-
den gemischt. Abwechselnd wird eine Kar-
te gezogen und das Mengenbild in der App
reproduziert. Dabei wird fiir jedes geleg-
te Kirschpaar das Wort ,,Paar® gesagt. Ge-
schickte Lernende konnen ein Kirschpaar
platzieren, indem sie beide Ringe mit zwei
Fingern gleichzeitig berithren. Zur Priifung
werden die Mengenbilder der Karte und
der App miteinander verglichen. (Abb. 4)
Statt der Karten mit den Mengenbildern
kénnen die Zahlenkarten verwendet wer-
den. Diese Variante der Aufgabe legt den
Fokus auf die Verkniipfung von der symbo-
lischen Schreibweise von natiirlichen Zah-
len und deren Mengenbildern in Mathildr.
Die Priifung, ob das Mengenbild korrekt ist,
kann dann anhand der angezeigten Zahl un-
ter dem Mengenbild vorgenommen werden.

Karten zuordnen

Auf dem Tisch werden Karten mit den
Mengenbildern mit roten Kirschen und die
gleichen Karten mit gelben Kirschen aufge-
deckt verteilt. Ziel ist, jedem Mengenbild
aus roten Kirschen dem gleichen aus gelben
Kirschen zuzuordnen. Dies kann gemein-
schaftlich oder in Form eines Wettspiels ge-
schehen. Findet die lernende Person zwei
Karten, die mutmafilich zusammenpassen,
wird sie angeregt, durch Verwendung der
Worte ,,Paar und ,,Kirsche“ zu verbalisie-
ren, warum die Mengenbilder gleich sind.

Abb. 4

Statt der gelben Mengenbilder kénnen
auch hier als Variante Zahlenkarten ein-
gesetzt werden. Dariiber hinaus kann der
Schwierigkeitsgrad erhoht werden, indem
die Karten verdeckt auf den Tisch gelegt
werden.

HohimaBe

Auch in der zweiten Etappe bietet sich die
Ubertragung der Mengenbilder in ande-
re Materialien an. Eine bewéhrte Methode
zur Zahlbegriffsentwicklung ist die Arbeit
mit Hohlmaflen. (Abb. 5) Benétigt werden
zehn gleich grofle Gefifle sowie ein grofie-
res Gefif3, das den Inhalt von zehn kleinen
Gefaflen fasst. Mit ihrer Hilfe kann das de-
kadische Positionssystem veranschaulicht
werden: Das grofSere Gefaf3 wird mit Was-
ser oder Reis gefiillt, die kleinen Gefifle

Abb. 5
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werden entsprechend dem Mathildr-Men-
genbild der Anzahl null angeordnet. Die
lernende Person soll nun herausfinden, in
wie viele kleine Geféfle der Inhalt des gro-
Ben Behalters passt. Dazu schiittet sie den
Inhalt des groflen Behilters in die kleinen
Behilter um. Sie wird feststellen, dass der
Inhalt des grofieren Gefifles dem Inhalt
zehn kleiner Gefif3e entspricht. Die kleinen
Gefifle stellen demnach Einer dar, ein gro-
Bes Gefaf$ den Zehner. Um auch Hunderter
darzustellen, konnen noch groflere Gefifle
verwendet werden, die den Inhalt von zehn
Zehner-Gefifen fassen.”




Dritte und vierte Etappe:
Gedankliche Operation

Das Eintreten der dritten Etappe ist da-
ran zu erkennen, dass die lernende Per-
son eine ,,duflere Sprache fiir sich® verwen-
det, sich langsam von den Materialien 16st
und die Zuordnung und Verbalisierung der
Mengenbilder rasch und sicher beherrscht.
Wird das konkrete Material nicht mehr be-
notigt, um die Zusammensetzung einer
Anzahl aus Paaren und einzelnen Kirschen
nachzuvollziehen, ist die vierte Etappe er-
reicht. Jetzt konnen mithilfe des Materials
Additionen vorgenommen werden.

Addition

Auch die Aneignung der Addition vollzieht
sich in vier Etappen. In der ersten Etappe
wird der lernenden Person die Funktion des
Farbtropfens verdeutlicht: Wird dieser be-
rithrt, wechselt seine Farbe von Rot nach
Gelb. Kirschen, die fortan platziert wer-
den, sind gelb. Um Additionen darzustel-
len, werden rote und gelbe Kirschen kom-
biniert (Abb. 6):

arbeitung stdndig sprachlich begleitet wer-
den. Die Rechenoperation 4 + 4 sollte als
wvier plus vier bezeichnet werden. Um das
Ergebnis zu ermitteln, wird das Ergebnis
als ,,Paar, Paar, Paar, Paar und schlieSlich
»Acht“ verbalisiert. Das Ergebnis der Auf-
gabe wird auf dem Zettel vermerkt, die Auf-
gabe noch einmal verbalisiert: ,Vier plus
vier gleich acht.”

Wihrend sich diese ,,dulere Sprache® in
der dritten Etappe abermals in eine ,,auflere
Sprache fiir sich“ wandelt, nehmen Lernen-
de immer mehr Abstand von der App. In
der vierten Etappe fithren sie die Rechen-
operationen gedanklich und ohne Unter-
stiitzung des Materials durch.

Ausblick

Mathildr ist eine Moglichkeit, Strukturen
von Mengen im Mathematikunterricht zu
Hause, in der Schule oder in der Einzel-
forderung zu thematisieren. Das Materi-
al ist dank der Beriicksichtigung von Auf-
merksamkeitsbesonderheiten und dem
Einsatz eines Tablets weitgehend inklu-
siv. Die Eignung fiir eine individuelle Per-
son ist allerdings davon abhingig, ob diese

Abb. 6

Die Summanden werden entsprechend
der gelegten Kirschen im unteren Teil des
Bildschirms angezeigt. Das Mengenbild, das
durch die verschiedenfarbigen Kirschen dar-
gestellt wird, veranschaulicht die Summe.

Noch in der ersten Etappe empfiehlt
sich die Nachbildung solcher Additionen
mit Spielsteinen unterschiedlicher Farben.
In der zweiten Etappe sollten die Worte
»plus® und ,,gleich eingefiihrt werden. Nun
konnen Additionsaufgaben, die auf einem
Zettel notiert wurden, mithilfe der App
nachvollzogen werden. Dabei sollte die Be-
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eine intrinsische Motivation zur Arbeit mit
dem Material entwickelt. Auch innerhalb
der Gruppe von Personen mit Trisomie 21
herrscht eine grofle Vielfalt an Interessen
und Lerntypen. Die Beschrinkung auf ein
Material oder einen Forderansatz allein ist
daher grundsatzlich nicht empfehlenswert.
Schafft man den Lernenden stattdessen eine
Auswahl an Materialien und gibt ihnen die
Zeit, diese zu erproben, ist die Chance grof3,
dass ein geeignetes Material gefunden wird.

Die App wird stindig weiterentwickelt:
Derzeit wird an einer Veranschaulichung
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der Subtraktion und der Darstellung eines
Vierer-, Zwanziger- und Hunderterfeldes
gearbeitet. Einige dieser Erganzungen wer-
den zum Zeitpunkt der Veréffentlichung
dieses Artikels bereits verfiigbar sein.
Weitere Informationen finden Sie unter:
www.mathildr.de

An dieser Stelle sei allen Eltern, Lehre-
rinnen und Lehrern, Therapeutinnen und
Therapeuten und insbesondere Lernen-
den mit und ohne Trisomie 21 gedankt, die
Mathildr im Mathematikunterricht einset-
zen, das Projekt mit ihren Vorschlagen un-
terstiitzen und ermutigende Ergebnisse er-
zielen.
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